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Das zeitliche Abklingen der Energiespektren in der homogenen
isotropen Turbulenz als Anfangswertproblem
Von K. MEeETz

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Stromungsforschung, Gottingen
(Z. Naturforschg. 11 a, 832—847 [1956] ; eingegangen am 8. August 1956)

Die von Heisenserc aufgestellte Integrodifferentialgleichung fiir die mittlere spektrale Energie-
dichte F (k, t) in einem homogen-isotrop-turbulenten Stromungsfeld wird als parabolisches Anfangs-
wertproblem fiir die vier Werte des Parameters x (x=0; x=0,47; #=0,75; x=1,4) integriert. Die
Anfangsverteilung F (k, t;) wird aus Messungen von Stewart und Townsexp ermittelt. Der Vergleich
der berechneten Abklinggesetze der mittleren Gesamtenergiedichte E(t) fiir die verschiedenen
»#-Werte mit dem experimentell ermittelten Gesetz ermiglicht eine x-Bestimmung aus dem Abkling-
vorgang der Energie, wihrend bisher »x aus der spektralen Verteilung der Energie ermittelt wurde.
Es ergibt sich: %#=0,75. Die spektrale Energiedichte F (k,t) gleicht sich mit zunehmender Zeit der
dhnlichen Losung an, woraus entnommen werden kann, daB der AustauschprozeB einen Gleich-
gewichtszustand anstrebt.

In einer weiteren Arbeit, die gleich anschlieBend abgedruckt ist, wird der EinfluB des Para-
meters % auf den Abklingproze der Geschwindigkeits- und Druckkorrelationen untersucht, so daf
eine umfangreiche Uberpriifung des Heisexsercschen Ansatzes an den vorliegenden experimentellen

Daten moglich wird.

I. Einfiihrung und Fragestellung

Die statistische Theorie der Turbulenz basiert auf
der Annahme, dal} das turbulente Stromungsfeld
durch eine dreidimensionale Zufallsvektorfunktion
b(1r,t) beschrieben werden kann. Die Unbestimmt-
heit, die zu einer derartigen Annahme Anlal} gibt,
ist eine Unbestimmtheit der Anfangswerte b (1, ¢).
Das Auftreten einer bestimmten Anfangsverteilung
b(1,t,) bedeutet das Eintreten eines Ereignisses im
Sinne der Statistik. Sind ndmlich einmal bestimmte
Anfangswerte beziiglich ¢ und Randwerte beziiglich =
vorgeschrieben, so ergibt sich die zeitliche Entwick-
lung des Geschwindigkeits- und Druckfeldes fiir
t = t, aus den Navier-Stokesschen Differentialglei-
chungen und der Kontinuitatsgleichung:

Jv

T (bgrad) b= — —Z)—gradp—i—vdl’), (1a)

divd=0. (1b)

Zur Belebung der Anschauung mag man an das fol-
gende Beispiel denken: In einem grolen Topf, der
mit einer zahen, inkompressiblen Fliissigkeit gefillt
ist, werde zur Zeit f, durch einen Riihrprozel} eine
beliebig geartete Anfangsverteilung b (1, ¢)) erzeugt.
Sich selbst iiberlassen, klingt dann das Stromungs-
feld gemafl den obigen Differentialgleichungen ab.
Da keinerlei Hoffnung besteht, zuverldssige Informa-
tionen iiber die durch einen bestimmten Riihrprozefl
erzeugte Anfangsverteilung zu erhalten, mul} diese

als unbestimmt angesehen werden. So erscheint nur
die statistische Betrachtungsweise méglich: Jede drei-
dimensionale Vektorfunktion b (1), die quellenfrei
ist, ist eine mogliche Anfangsverteilung. Im Falle
des Topfes treten natiirlich Randbedingungen beziig-
lich z hinzu, von denen wir aber im allgemeinen ab-
sehen wollen, da wir ein unendlich ausgedehntes
Stromungsfeld zugrundelegen. Die Gesamtheit dieser
Funktionen bildet einen linearen Funktionsraum Q,,
in dem nun eine MaBfunktion P(S) zu definieren ist
mit P(2) =1, die jeder Teilmenge S € £, eine po-
sitive Zahl p zuordnet. p kann als Wahrscheinlich-
keit interpretiert werden, dall das Element b zur
Teilmenge S gehort. Man konnte etwa die aus N
Riihrversuchen ermittelten relativen Haufigkeiten zur
Darstellung von P(S) verwenden. Die Grundauf-
gabe einer statistischen Theorie der Turbulenz, die
in der Ermittlung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P[v(r,t)] fiir ¢ = ¢, besteht, zerfillt also in zwei
Teile:

1. Statistische Beschreibung der Anfangswerte
b(r,¢y) durch eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P(S) in £2,.

2. Losung der Navier-Stokesschen Differential-
gleichungen (1) fiir jedes b (,2,) aus £2,.

Einer praktischen Behandlung besser zuginglich

erscheint folgende Fassung der Aufgabe: Die

gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung P[0 (1, ¢) ]
werde durch die Gesamtheit ihrer Mittelwerte be-
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schrieben. Die Mittelwerte geniigen gewissen Diffe-
rentialgleichungen, die man aus den NAVIER-STOKES-
schen Gln. (1) gewinnt. Die Gesamtheit dieser Glei-
chungen ist dann nach Vorgabe von Anfangswerten
zu losen.

Nach einem allgemeinen Satz der Wahrscheinlich-
keitsrechnung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung
einer Zufallsfunktion b (1,¢) bekannt, wenn die Ver-
teilung eines Satzes von n Zufallsvektoren b, ..., 0,
die in n Punkten (vy,%),..., (In,?,) genommen
sind, fiir jedes n und jede Kombination von n Punk-
ten im (r,¢)-Raum bekannt ist. Man hat sich also
bei der Losung der gestellten Aufgabe zunéichst der
Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
P(vy,...,0,) (n=1,2,...) zuzuwenden, aus denen
dann die Verteilung P[b(1,?)] aufgebaut werden
kann. Die einfachste dieser Verteilungen, die fiir die
Theorie von Bedeutung ist, ist P(0,9"), wo U in 1,
und V" in 1y + T zur gleichen Zeit ¢ genommen sind,
denn sie ist die einfachste Verteilung, in die der Zu-
sammenhang der Stromungsverhéltnisse in verschie-
denen Punkten des Feldes eingeht. Wie schon oben
bemerkt, ist es zweckmifig, die Verteilung durch
ihre Mittelwerte darzustellen, die natiirlich, durch
den Vektorcharakter des Feldes bedingt, Tensoren
sind. Der einfachste der zu P(b,0") gehorigen Mit-
telwerttensoren ist der Zweifachkorrelationstensor:

wiui =ui(Ty, 1) uj(Tg+1,2)
= [ [uiu P(do,dV), v={uy,us,uy}. (2)

(Mittelwerte werden in Zukunft immer durch Uber-
streichen gekennzeichnet und sind im Sinne von (2)
zu verstehen.)

Der Anstofl zur Entwicklung einer statistischen
Theorie der Turbulenz ging von Tavror aus. In sei-
ner grundlegenden Arbeit! fijhrte er die Geschwin-
digkeitskorrelation wu’ zwischen gleichgerichteten
Geschwindigkeitskomponenten » in verschiedenen
Punkten des Stromungsfeldes ein. Bei der Unter-
suchung dieser Korrelationsfunktion zeigte sich, daf3
die analytische Behandlung wesentlich erleichtert
wird durch folgende Annahmen: 1. Das turbulente
Stromungsfeld soll statistisch homogen, d.h. die
Verteilung P soll invariant sein gegen eine beliebige
rdumliche Translation T — 1 +a. 2. Das Stromungs-
feld soll statistisch isotrop, d. h. die Verteilung P

I. Tavror, Proc. Roy. Soc., Lond. A 151, 421 [1935].
1. Tavror, J. Aero. Sci. 4, 311 [1937].
Tr. vox Karman u. H. Howartn, Proc. Roy. Soc., Lond.

G.
G.
A 164, 192 [1938].
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3
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soll eine Invariante der vollen Drehgruppe sein.
Unter diesen Voraussetzungen hingt die Geschwin-

digkeitskorrelation uz’ nur vom riumlichen Abstand
der beiden Punkte und der Zeit ab. In einer weite-
ren Arbeit? konnte Tavior 1937 zeigen, dal} die
durch ein Gitter im Luftstrom des Windkanals er-
zeugte Turbulenz anndahernd homogen und isotrop
ist. Der weitere Ausbau der Theorie vollzog sich
konsequenterweise im Sinne des oben angedeuteten
Programms. v. KirMAN und HowarTH erkannten
1938, dal} der zweistufige und der dreistufige Mittel-
werttensor von P(b,0’) im Falle des statistisch ho-
mogenen und isotropen Stromungsfeldes durch je
eine Skalarfunktion definiert werden. In der gleichen
Arbeit? stellten sie die einfachste der Mittelwertdif-
ferentialgleichungen, namlich die fir die Zweifach-
geschwindigkeitskorrelation, auf und behandelten
sie. Jedoch zeigte sich hier gleich eine grofle Schwie-
rigkeit: Der nichtlineare Charakter der Gln. (1)
fiihrt dazu, daB in der aus (1) fiir (2) abgeleiteten
Differentialgleichung auch die Dreifachgeschwindig-
keitskorrelation auftritt. Allgemein tritt in der Dif-
ferentialgleichung fiir den Korrelationstensor n-ter
Stufe von P(v,b") auch der Korrelationstensor
(n+1)-ter Stufe auf, so daB3 ohne Information tiber
diesen ein endlicher Satz von derartigen Korrela-
tionsgleichungen unterbestimmt ist. Es sind einige
Versuche unternommen worden, der oben geschilde-
ten Schwierigkeit dadurch zu entgehen, dafl man fir
die (n+ 1)-fache Korrelation einen Ansatz machte,
der sie auf Korrelationen niedrigerer Stufe zuriick-
fiihrt. So bedingt die Annahme, daB P(b,0") eine
Normalverteilung ist, die Zuriickfiihrung der Vier-
fachkorrelation auf die Zweifachkorrelation. Damit
hat man zwei Gleichungen fiir Zwei- und Dreifach-
korrelation. Dieses Gleichungssystem wurde zuerst
von Mivruionsarcuikov 4 behandelt. Eine ausfiihr-
lichere Analyse lieferten 1954 Proupmax und Rem 3.
Es besteht jedoch wenig Aussicht, auf diesem Wege
der Losung des Problems niher zu kommen, da es
wegen der rein mathematischen Bedeutung der Kor-
relationen nicht moglich ist, auf Grund physikalischer
Modellvorstellungen zu plausiblen Ansitzen zu ge-
langen.

Die historische Entwicklung nahm darum einen
anderen Weg. Geht man von (2) zur Fourier-Trans-

4 M. Miuionsurcuikov, C.R. Acad. Sci. U.R.S.S. 32, 615
[1041].
5 1. Proupmax u. W. H. Rem, Phil. Trans. A, 247, 63 [1954].
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formierten tiber, so kann diese in einen einfachen
Zusammenhang mit einer physikalischen Grofle ge-
bracht werden: der mittleren spektralen Energie-
dichte F(k,t). Der Begriff der spektralen Verteilung
der mittleren kinetischen Energiedichte eines turbu-
lenten Stromungsfeldes geht wiederum auf TayrLor
zuriick. Der Zusammenhang der Energieverteilung
mit der Zweifachkorrelation geht aus den folgenden
Gleichungen hervor:

uTL;/= /-Au(f) el(tn d-((f) .

1

2 BP0 = =y [ () dr(f)

(3)
- / dk ;Q/k'd.o A, () - [Fiko) aks

Fiko) = [ 5 Au(f) 42,

[dz (f) Volumenelement im k-Raum, £; Oberflache
einer Kugel vom Radius k.] Fourier-Transforma-
tion der v.KArMANschen Differentialgleichung [s.
Anm. 3] und anschlieflende Integration iiber eine

Kugel vom Radius £ im k-Raum fiihrt dann zu der
Gleichung

pA k
2 JF@o de— —H(kyo) ~2v 22 F(z,0) da.
0 0
(4)

H(k,t) ist im wesentlichen ein Integral iber die
Fourier-Transformierte der Dreifachkorrelation.
Gl. (4) tritt in der Sprache der Fourier-Transfor-
mierten an die Stelle der v. KirMANschen Differen-
tialgleichung fiir die Zweifachkorrelation. Sie kann
jedoch leichter physikalisch gedeutet werden. Inter-
pretiert man 1/k als Grofle der im turbulenten Stro-
mungsfeld auftretenden Wirbel, so steht auf der lin-
ken Seite der Gl. (4) die Anderung der mittleren
kinetischen Energie pro Massen- und Volumeneinheit
aller Wirbel der GroBe > 1/k. Sie wird einerseits
durch den Einflul der molekularen Zahigkeit be-
wirkt, wie der zweite Term auf der rechten Seite von
(4) anzeigt, andererseits fliet Energie aus dem Be-
reich > 1/k ab zu den Wirbeln einer kleineren Gro-
Benordnung. Dieser Austauschprozel, der durch die
Einwirkung der nichtlinearen Tragheitsglieder be-

6 C. F. vox Weizsicker, Z. Phys. 124, 614 [1948].
7 W. HeisenBerG, Z. Phys. 124, 628 [1948].
8 W. Heisensere, Proc. Roy. Soc., Lond. A 195, 402 [1948].
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wirkt wird, kann zum Gegenstand physikalischer
Uberlegungen gemacht werden, die die noch feh-
lende Beziehung liefern, die (4) zu einer Bestim-
mungsgleichung fiir F(k,¢) macht. Solche Uber-
legungen wurden 1948 von v. Weizsicker® und
Hersenserc 78 angestellt. Der Gedanke war, den
Trégheitstransport auf die Einwirkung einer schein-
baren kinematischen Zihigkeit zuriickzufiihren, die
nicht durch die molekulare Struktur der Fliissigkeit,
sondern durch die kleinen Wirbelkomponenten
< 1/k verursacht wird. Dies fiihrt zu folgendem An-
satz fur H(k,t):
&
H(k,t)=20(k,t) [22F(z,¢)dx.  (5)
0

Dimensionsbetrachtungen ergeben fiir die Wirbel-

zahigkeit o(k, 1) :

P
a(k,1) :xf ]//F(I;t) dz, x=Konstante. (6)
-
P2

Setzt man das in (4) ein, so ist eine Bestimmungs-
gleichung fiir F(k,t) gegeben. Ein allgemeinerer
Ansatz fiir H(k,t) in dem (5) und (6) als Spezial-
fall enthalten sind, wurde ebenfalls 1948 von
v. KArMAN® angegeben, jedoch fehlt ihm die Unter-
stiitzung durch ein anschauliches Modell des Trans-
portvorganges. Die Vermutung liegt nahe, dafl im
kurzwelligen Teil des Spektrums k—>oo sich ein
Gleichgewicht einstellt zwischen der Einwirkung der
Zahigkeit, die kinetische Energie in thermische um-
setzt, und der Nachlieferung kinetischer Energie aus
dem Bereich kleinerer Wellenzahlen. Uberlegungen
in dieser Richtung wurden 1941 von Kormocorov 10
angestellt und spiter, unabhéngig voneinander, von
Onsacer 1! wie auch von v. Weizsicker ¢ und Her-
SENBERG "8 aufgenommen. Sie fiihren zu der An-
nahme, dal F(k,t) im Gleichgewichtsbereich die
folgende Form hat:

F(k,t) =V21 D (k1) (7)

(V = charakteristische Geschwindigkeit, [ = charakte-
ristische Lange).

Fihrt man k! als unabhingige Verédnderliche in
(4) ein, so ergibt sich eine Integrodifferentialglei-
chung fir die Funktion @ (kl). Zur numerischen

9 Tu. vox Karmay, C. R. Acad. Sci., Paris 226, 2108 [1948].
10 A. N. Kormocorov, C. R. Acad. Sci. URSS 30, 301 [1941].
11 1. O~sacer, Phys. Rev. 68, 286 [1945].
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Integration dieser Gleichung hat CHANDRASEKHAR 12
1949 ein Verfahren entwickelt und nach diesem auch
eine ganze Reihe von Losungen berechnet. Durch
einen solchen Ahnlichkeitsansatz geht natiirlich der
Anfangswertcharakter von (4) verloren. Es ist nicht
mehr moglich, Anfangswerte F (k, ¢)) zu einem Zeit-
punkt ¢, vorzugeben. Ein Ahnlichkeitsansatz der
Form (7) bedeutet also Entkoppelung von den An-
fangswerten F(k,t,), was physikalisch durch Ein-
stellung eines Gleichgewichtes zu erkldren ist. Die
Existenz eines Gleichgewichtes aber ist einerseits an
gewisse Postulate gebunden, andererseits auf einen
Teilbereich des Spektrums k& = k, beschriankt, wo k,
im wesentlichen von der Re-Zahl abhangt. Diese
starken Einschridnkungen lassen die &hnlichen Lo-
sungen vom Typus (7) ungeeignet erscheinen, um
den HersenBerGschen Ansatz zu tberpriifen. Gerade
diese Aufgabe aber ist nun vordringlich. Es muf}
untersucht werden, inwieweit Ergebnisse, die mit
Hilfe des HersEnBErGschen Ansatzes gewonnen sind,
mit experimentellen Daten iibereinstimmen. Einen
ersten Beitrag hierzu hat 1951 Proupman 13 geliefert,
allerdings auf der Basis der Ahnlichkeitshypothese.
Soll aber das Ergebnis eines solchen Vergleichs ein
Kriterium fiir die Giite des HersenBerGschen Ansatzes
sein, so mul} auf jede einschrankende Voraussetzung
verzichtet werden, was auf eine allgemeine Losung
des parabolischen Anfangswertproblems der Gl. (4)
fiir F(k,t¢) hinauslauft. Dieser Gedanke wurde zu-
erst von ToLLmien !¢ aufgegriffen. Er entwickelte ein
numerisches Verfahren, das die Losung des Anfangs-
wertproblems gestattet und gelangte zu einer prin-
zipiellen Ubereinstimmung mit dem experimentellen
Tatbestand.

Stewart und Townsenp !> wie auch BarcueLor
und Townsenp 1¢ haben 1951 bzw. 1948 umfang-
reiche Messungen durchgefiihrt, die sich mit dem
zeitlichen Abklingvorgang der wesentlichen Mittel-
werte von P(D,b) befassen. In Fortfiihrung der
Untersuchung von Torimiex sollen nun die Mittel-
werte aus dem HEersenBerGschen Ansatz berechnet
und mit diesen Messungen verglichen werden.

Es wird zunéchst der Abklingvorgang der Energie-
spektra nach dem HEersenBeErGschen Ansatz unter-

12 S, CraNDRASEKHAR, Proc. Roy. Soc., Lond. A 200, 20 [1949].

13 1. Proupman, Proc. Cambr. Phil. Soc. 47, 158 [1951].

14 W. TorLmien, General lecture VIIL. International Congress
on Theoretical and Applied Mechanics (Istambul 1952) :
»Uber Schwingungen in laminaren Strémungen und die
Theorie der Turbulenz. Ausfiihrliche Darstellung in: Ab-
nahme der Windkanalturbulenz nach dem Heisexsereschen
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sucht, wiahrend in einer weiteren Arbeit, die in Kiirze
an gleicher Stelle erscheinen wird, das Abklingen der
Geschwindigkeits- und Druckkorrelationen behandelt
werden wird.

Im Abschnitt II wird die zu den Experimenten
von StewarT und Townsenp gehorende dhnliche Lo-
sung der HersexBerGschen Integrodifferentialglei-
chung berechnet. Abschnitt III bringt die Formulie-
rung des Anfangswertproblems und Abschnitt IV die
Berechnung der Anfangsverteilung F(k,¢,) aus Ge-
schwindigkeitskorrelationsmessungen. ~ Abschnitt V
enthilt das numerische Integrationsverfahren, des-
sen Resultate in den beiden letzten Abschnitten VI
und VII beziiglich des Verhaltens der Gesamtenergie
und der Spektren diskutiert werden.

II. Ahnliche Losungen der Heisenbergschen
Gleichung

Der Gedanke liegt nahe, daf} sich ein statistisch
isotropes und homogenes Strémungsfeld im Laufe
der Zeit einem asymptotischen Zustand néhert, der
unabhéngig von den Bedingungen ist, unter denen
es erzeugt wurde. Das bedeutet eine Entkopplung
von den zufilligen Anfangsbedingungen, womit im
Sinne der Statistik ein Gleichgewichtszustand gegeben
ist. Dieser Gleichgewichtszustand wird durch drei
dullere Parameter beschrieben: Eine charakteristische
Geschwindigkeit ¥ (t), eine charakteristische Lénge
[(t) und die kinematische Zahigkeit ». Auf diese
Parameter sind alle das Strémungsfeld beschreiben-
den GroBen zu beziehen. Fir das Energiespektrum
F(k,t) ist daher anzusetzen:

F(k,t) =V2(t) I(t) D(kl(); R(1)),  (8)

wobei R(t) =V (t) I(z)/v die mit den charakteristi-
schen Groflen gebildete Re-Zahl ist. Mit diesem Ansatz
gehen wir in die HersexBercsche Integralgleichung

k
i
a}/F(x,t) dx
0 . (9)
+ xf]/Firét) dr+» -.[212F(x,t) dz=0
K 0

Austauschansatz als Anfangswertproblem. Wiss. Z. Techn.
Hochsch. Dresden 2, 433 [1953].

15 R. W. Stewart u. A. A. Townsexp, Phil. Trans. A 243, 359
[1951].

16 G. K. BarcueLor u. A. A. Townsenp, Proc. Roy. Soc., Lond.
A 193, 539 [1948].
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ein. Prinzipiell kann man nun 7 und [ beliebig wih-
len, jedoch wollen wir im folgenden setzen:

V(1) =u? (1) = ‘g [F (k1) dk;
0

[Fk.t) dk
0

B(1) — 2y

10 (10)

[2K2F (k. t) dk
0

z o z z
lsz—fd)dl’7<z]{ []/¢dz’+1> fzz’ﬂqbdz'_[zzf j Ddy + Dy
2 < 2’3 o l OR

0 7 ] 0

Nun ist durch zahlreiche Experimente immer wieder
bestitigt worden, daB R;2—=u? 22/»>=10 R2=const gilt
im Anfangsstadium des zeitlichen Abklingvorgangs.
Rorra 18 verzichtet auf diese Forderung und behandelt
die Gl. (12). Das bietet den Vorteil, dal} er durch ge-
eignete Wahl eines zusétzlichen Parameters, der durch
das Zusatzglied mit dR/dt in (12) asymptotisch defi-
niert wird, eine dhnliche Losung erhilt, die ~ y* fiir
7— 0, also mit dem Gesetz F ~ k* fiir k— 0 iiberein-
stimmt, das BatcueLor ! -aus der Kontinuitédtsgleichung
herleitete. Streicht man dagegen das Glied mit dR/dt,
so sind die Losungen der Restgleichung ~ y fiir y — 0,
wie wir noch sehen werden. Das ist sicherlich falsch,
aber andererseits doch nicht allzu bedenklich, da man
nicht erwarten darf, dafl die dhnliche Losung sich bis
zu sehr kleinen k erstreckt. Denn hier gilt nach
BarcueLor 1?:

k—0

F(k,z):;lﬂ K. (13)

wo /A die Lorrsianskische Invariante ist, die nicht von
der Zeit abhingt. Der Energiegehalt der grolen Wirbel
(k— 0) ist also konstant bis zu einem Zeitpunkt, an
dem auch die Energie der grolen Wirbel durch den
Einflufl der Reibung in Wiarme umgewandelt wird. Er
nimmt nicht an dem Austauschvorgang teil, der zum
postulierten Gleichgewicht fiihrt, kann daher auch nicht
in dessen Giiltigkeitsbereich einbezogen werden. Aus
diesen Griinden erscheint es vorteilhafter, auf das rich-
tige asymptotische Verhalten der dhnlichen Losung fiir
k— 0 zu verzichten und statt dessen dR/dt=0 zu for-
dern.

17 G. 1. Tayror, Proc. Roy. Soc., Lond. A 151, 421 [1935].
18 J. Rotra, J. Aero. Sci. 20, 769 [1953].
19 G. K. BatcueLor, Proc. Roy. Soc., Lond. A 195,513 [1949].
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wo u® das mittlere Quadrat einer Komponente des
Geschwindigkeitsvektors ist und 2 die von Tayror 17
eingefiihrte Dissipationslinge bedeutet. Dadurch
werden der Funktion @ zwei zusitzliche Integral-
bedingungen auferlegt:

o0 o0 N 3

[ dz= 220w =35 2=kl (D)
0 0

Unter Beriicksichtigung dieser Nebenbedingungen
erhalt man mit dem Ansatz (8) aus (9)

7

(12)

4 - d 2 dR_
+ 3<I>4Rdex (Ddx} % =0.
0

Mit dR/d¢ =0 bleibt von (12) noch:

4
0= i(ﬁz— /(Ddl'
) g (14)

oo 7

>
- zR/ ]/ (ﬁdz'+1 '/21’2¢dx'.
7

¥ 0

Aus dR/dt=0 folgt nun fir den Abklingvorgang

hinter einem quadratischen Maschengitter:

a) 2=17 (z-2), b) o =D(5-2) (1)
wo U die gleichférmige Geschwindigkeit des Stromes
durch das Gitter, x=Ut, M die Maschenweite des
Gitters und D eine Konstante ist. Diese beiden Ge-
setze beschreiben vortrefflich das Verhalten der
Dissipationslinge 4 und der reziproken Gesamt-
energie im Anfangsstadium des Zerfalls. z, ist dabei
der Ort, an dem die Gesamtenergie unendlich wire.

Wir wollen nun eine Transformation von (14)
ausfithren, und zwar

1=z; yw=x*R2QD,
Dann wird aus (14):
2
1
0= 5 zq)f/wdy
0 (16)

oo

+ /]/'l;';dy+l>/2y2wdy.
0

2
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Dazu treten die aus (11) folgenden Nebenbedingun-
gen:

fy)dz=1,5x2R2; foci,pdz:/m2z2 wdz.
0 0 0

Die zweite der obigen Bedingungen wird aber durch
eine Losung von (16) von selbst erfiillt, wie aus
(16) fiir z— oo folgt, da w~z"7 fiir z—>oo (s.u.).
Also bleibt nur noch die erste zu erfiillen. Nun ist
unter Beriicksichtigung von (15) R2=Ry/D . Somit
lautet die Normierungsbedingung fiir v (z):

/wdz=1,5"21fM:A. (17)
0

Die Aufgabe heifit also nun, Gl. (16) mit der Ne-
benbedingung (17) zu losen. Statt der Anfangs-
verteilung sind hier nur noch die Konstanten Ry
und D von auflen aufgeprégt. In unserem Fall (Mes-
sungen von TownseND und Stewarr 1%) ist Ry = 5300,
D =132. Die Angaben beziiglich D schwanken etwas.
Fiir » gibt Proupman 1? den Wert x = 0,45 + 0,05 an,
der aus dem Vergleich von dhnlichen Losungen mit
Experimenten ermittelt wurde. Wir setzen »=0,47.

Die Losungen der Gl (16) stellen eine einpara-
metrige Schar von Funktionen dar, die lediglich von der
unabhingigen Verdnderlichen z abhingen. Da sich die
Funktionen  in der Auftragung v tiber z nicht mit der
Zeit andern, nennt man sie wohl auch ,,selbsterhaltend®.
Losungen von (15) wurden zuerst von CHANDRASEKHAR!?
berechnet, der allerdings seine Losungen anders nor-
miert hat. Jedoch soll hier ein anderes Verfahren zur
Losung von (16) benutzt werden als das von CuANDRA-
SEKHAR, der (16) auf eine nichtlineare gewohnliche Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung transformiert und diese
numerisch fiir verschiedene Parameterwerte integriert
hat.

Zunichst wollen wir das asymptotische Verhalten von
w(z) fir z— 0 und z— oo studieren. Bei kleinen z
kann man das Glied

2

/ ]/;; dy+1 ./2yzwdy

z 0

streichen, da es von 3. Ordnung ist. Es bleibt:
1 2
2 20— Jwly) dy=0.
j

Setzt man y (z) =@y +a; z2+4ay 22 +. .. ein, so sieht man,
daB @y =0 sein muB}, wihrend a, beliebig ist und durch
die Normierung festgelegt wird. Fiir z— 0 verhalten
sich also die Losungen wie a; z. Das asymptotische Ver-
halten fiir groBe z ergibt sich aus (16), wenn man
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einige Vernachldssigungen vornimmt. Zunichst soll gel-
ten:

Jw) dy < [ w(y) dy, also [y(y) dy=A4.
z 0 0

Ferner wird das Glied (; ztp) vernachldssigt, da ja

v im Unendlichen verschwinden muf}. Die Restglei-
chung
oo 2
A= /] V) gy +1 /2y2w(y) dy
pr
z o 0
A2

hat die Losung = 47143 AJ8 2% °

y(2) (18)
Dies gilt also in einem z-Bereich, in dem

oo

; 2y + / wly) <A
2
erfiillt ist. Fiir z> z4= (3 4/8)"* reduziert sich (18)
auf das Potenzgesetz vy (z) = A42/4 27 .

Zur Lésung der Gl. (16) kann man nun folgender-
mallen vorgehen: Man konstruiert sich eine Ausgangs-
niherung vy, (z), die das richtige asymptotische Verhal-
ten zeigt und die Integralbedingungen erfiillt:

Swow) dy=4; [292p,(y) dy=4.
0 0

Mit dieser Funktion v bildet man die nullte Niherung
des Integralausdruckes:

@ = [ )% ay+1
y-l
2
und integriert die lineare Gleichung

2 4
1 5
9 zwl—/wldy+So(Z)/2y2w1dy:0
0 0

nach dem Apawmsschen Verfahren mit iterativer Verbes-
serung. Die Iterationen werden nach dem Schema:

[4 2
1
9 ZWn—/wndy+Sn—1/2y2w,,dy=0
0 0

fortgesetzt. Der Differentialquotient dw,/dz |, kann zu-
nichst beliebig vorgegeben werden. Anschliefend wird
jedoch die Ndherungslosung richtig normiert:

fw,, dz=4.
0

Die Rechnung wird bis zu einem Punkt z, gefiihrt, der
innerhalb des Giiltigkeitsbereiches des asymptotischen
Gesetzes (18) liegt. Die auftretenden Restintegrale
konnen mit Hilfe von (18) berechnet werden. Natiirlich
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wird durch die Benutzung des asymptotischen Gesetzes
(18) ein gewisser Fehler in die Rechnung hineingetra-
gen, der sich nicht durch Iterationen beseitigen laf3t. Er
wird um so kleiner, je weiter z, hinausgeschoben wird
und beeinflult die Losung im Bereich, der z, vorgela-
gert ist, da sie ja hier sozusagen mit Gewalt zu stetigem
Anschlul an den asymptotischen Verlauf gezwungen
wird.

Insgesamt wurde die lineare Gleichung viermal
integriert fir Sy, Sy, Sy, S;. Das Ergebnis der
Rechnungen ist in den Abb. 4 —10 als breit ausge-
zogene Kurve eingetragen. Die dortige Auftragung
ist allerdings nicht v iber z, sondern F(k21)/u®i
iber k4, wo gilt:

ki=V10z; ey _ B
u %2 Ry /10

Die damit ermittelte selbsterhaltende Losung, die zu
den Experimenten von StewarT und TowNseEND ge-
hort, soll spiter mit den aus dem Anfangswert-
problem ermittelten Spektren verglichen werden.

III. Das Anfangswertproblem

Wir wenden uns nunmehr der allgemeinen L6sung
der HeisenBercschen Integralgleichung (9) zu.

0 9)

oo - k

f2x2F(x,t) dz=0.
0

In bezug auf ¢ stellt die Integrodifferentialgleichung
(9) ein partielles Problem 1. Ordnung dar mit den
Charakteristiken d¢=0. Auf einer solchen Charakte-
ristik =1, miissen also Anfangswerte vorgegeben
werden: F(k,t)) =Fy(k). Bezuglich £ handelt es
sich um eine nichtlineare Integralgleichung mit unbe-
stimmten Integrationsbereichen zwischen 0<k< o,
so daB Randwerte fiir =0 und k= ~ nicht vorge-
schrieben werden konnen. Wie man aus (9) erkennt,
fordert die Gleichung hinreichend starkes Verschwin-
den fiir k— 0 und k£ — o , was natiirlich auch von
den Anfangswerten verlangt werden muf} (s. u.).
Die zugehorige partielle Differentialgleichung ist
parabolisch ausgeartet und von 3. Ordnung. Sie
wurde von ToLLmien ! in Form einer Determinante
dargestellt.

Ehe wir uns nun der Ermittlung der Anfangswerte
zuwenden, wollen wir etwas iiber das asymptotische
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Verhalten der Losungen von (9) fiir £ — 0 und k — o
bemerken, da dieses auch von den Anfangswerten ge-
fordert werden muB}. Fiir k£ — o© hat Bass2® die Glei-
chung (9) exakt gelost fiir den Fall, daB das Integral

-~
[+

k
Et/ F(x,t) dx ersetzt wird durch die zeitliche Ande-
0

rung der Gesamtenergie:

E{l) = (ft /F(k, 1) dk .
0

Die Gleichung lautet dann

oo k
P
E@+ | / Ik F‘;‘;’) dz+ /212F(x, 1) dz =0
k 0
(18)
und hat die Losung
F(k,t) = & 5 (19)

Ak (B3 %2 E'[8 k)l

Man kann vermuten, dafl (19) auch eine asymptotische
Losung der GIl. (9) fiir k— oo ist. Diese Vermutung
ist von Torimiex 14 voll bestdtigt worden, der (19) mit
Hilfe von asymptotischen Néaherungsformeln aus der
Theorie der Larrace-Transformation fiir grofle k ge-
winnen konnte. Es besteht somit kein Bedenken, (19)
als Naherungsformel zu benutzen.

Fiir k— 0 hatten Barcueror !® wie auch Lix allge-
mein fiir homogene Turbulenz gezeigt, dal F ~ k* sein
muB. Diese Potenz ergibt sich aus der Kontinuitdtsglei-
chung. Genauer gilt:

A
i

F(k,t):gﬂk4+...,

wobei A die Lorrsianskische Invariante ist.

IV. Bestimmung der Anfangswerte F(k)

Wie bereits erwahnt, werden in dieser Arbeit die
von StewArRT und Towxsenp 15 durchgefithrten Ex-
perimente zugrunde gelegt. Die beiden Autoren
haben das Abklingen der durch ein quadratisches
Gitter erzeugten Turbulenz verfolgt. Die Re-Zahl der
gleichformigen Grundstromung bei diesen Messungen
war Ry =U M/v=5300, die Stromungsgeschwindig-
keit U =620 cm/sec und die Maschenweite des Git-
ters M =1,27 cm. In den Abstinden x/M =20, 30,
60, 90 und 120 hinter dem Gitter sind die Zwei-
und Dreifachkorrelationen der Geschwindigkeit ge-
messen worden.

20 J, Bass, C. R. Acad. Sci., Paris 228, 22 [1949].
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Nun kann man mit der Rechnung erst in einem ge-
wissen Abstand hinter dem Gitter beginnen, da der
Gl (9) die Voraussetzungen der statistischen Homo-
genitidt und Isotropie des Strémungsfeldes zugrunde-
liegen. Diese sind aber im Luftstrom direkt hinter dem
Gitter keineswegs erfiillt. Zunéchst ist unmittelbar hin-
ter dem Gitter die Energie nicht gleichmaflig auf alle
Richtungen verteilt. Hier existieren allerdings auch nur
grole Wirbel, die sich dann in Kaskaden kleinerer Wir-
bel aufspalten. Man darf annehmen, da} dieser Prozefl
von einer zunehmenden Entkopplung von anféinglichen
UnregelmaBigkeiten in der Energieverteilung iiber die
Richtungen begleitet wird. So sind wenigstens die klei-
nen Wirbel (groBe Wellenzahlen) isotrop. Die Einwir-
kung der Druckkréfte (s. BarcueLor!®) bewirkt dann
einen Ausgleich in der Richtungsverteilung, so dafl der
Isotropiebereich mit wachsendem ¢ in Richtung kleiner
k fortschreitet. Die groB3ten Wirbel bleiben aber aniso-
trop. Allerdings macht sich das erst bemerkbar, wenn
sie den Hauptteil der Gesamtenergie liefern, also im
Endstadium des Zerfalls. Nach experimentellen Ergeb-
nissen ist die Bedingung u,®>=u,*=us® angendhert im
Abstand 2/M =10 hinter dem Gitter erfiillt. Da dies
aber unsicher ist, lassen wir die Rechnung erst im Ab-
stand /M =30 hinter dem Gitter beginnen.

Im Abstand /M = 30 ist die Zweifachkorrelation
der Geschwindigkeit durch die Messungen von
StewarT und Townsexp experimentell gegeben. Die
Spektralfunktion F(k,¢) hdngt mit der Korrelation
f(r,t) durch die bekannte Formel:

Fo(k) = 'f;/k'z 72 (r, t) (Si2§r~coskr)dr (20)
0

zusammen. Damit wiren also grundsitzlich die An-
fangswerte gegeben.

Nun sind aber von f(r,t)) nur 9 MeBpunkte be-
kannt, mit denen allein man das Integral nicht berech-
nen kann. Zunichst einmal erscheint die Formel (20)
zur Berechnung nicht besonders geeignet, weil in ihr
die Integralwerte mit A% multipliziert werden. Fiir gro-
Bere &k muf} dies betrédchtliche Schwankungen in F lie-
fern, da die Integralwerte selbst infolge der mangel-
haften Information beziiglich f schwanken. Wir integrie-
ren daher (20) zweimal partiell nach r und erhalten
unter Beriicksichtigung von f(o0,t) =0 :

u? 2 v o g i o, 0
Fo(k)=";;/(3f+57f+r ) cosl.rdr,( _8;-)'
0
Mit k A=z, r/A=y und Fy(k 2) [u? 2 =Dy (z) wird dar-
aus

oo

o) = 1 [[B1+5yf+92f) coszydy. @)
0
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Beziiglich des asymptotischen Verhaltens von f(r,t) fir
r— o0 schlieBen wir uns der allgemeinen Auffassung
an, die hier ein exponentielles Gesetz vermutet:

f(r) ~e 2" fiir r—o0,

Die in (21) auftretende Grundfunktion wird dann
asymptotisch durch folgenden Ansatz dargestellt:

Y=yy; 3f+5yf+y2f =(A+By+Cy?) e Py,

Die vier Parameter dienen dazu, folgende Forderungen
zu erfiillen:

1. Stetiger AnschluBl an die experimentellen Daten bei
Yo -
2. Richtiges asymptotisches Verhalten fiir 2 — 0 :
4
Dy (x) = 3

T u )’

i4... .

Diese Forderung liefert drei Integralbedingungen. A,
B, C, D werden so bestimmt, daf} die vier Bedingungen
erfiillt sind. Die Grofle A entnehmen wir der Abb. 12
der Arbeit von Stewart und Townsenp 15,

Die berechnete Funktion @, hat nun noch zwei Inte-
gralbedingungen zu erfiillen, die sich aus allgemeinen
Definitionen ergeben. Zunichst folgt aus:

/F(k, ) dk— 5 iﬁ—»/ By(z) dr= 5 .
0 0

Nach der Definition der Tavrorschen Dissipationslinge
2 gilt (s. etwa v. K{rMAN und HowarTH ?) :

o oo

de*  10vu?

de A2

—>/a:2(150dr= 1;
0

Diese Integralbedingungen werden durch Verfiigen
iiber das asymptotische Verhalten von @, im Sinne von
(19) erfiillt.

Mit der so gewonnenen Anfangsverteilung kénnen
wir nun die Rechnung aufnehmen; jedoch soll noch-
mals darauf hingewiesen werden, dafl das berech-
nete @, nur als Anndherung an den tatsichlichen
Verlauf aufgefallt werden kann. Als Fehlerquellen
kommen in Frage: 1. MeBfehler, 2. Anschluf} des
asymptotischen Gesetzes, 3. Ausgleichsfehler. Man
darf jedoch wegen des parabolischen Charakters des
Problems hoffen, daf} sich Abweichungen nicht allzu

sehr auf den Abklingvorgang auswirken.

V. Numerische Integration
der Heisenbergschen Gleichung

Die numerische Integration der Hgeisensercschen
Gleichung wurde nach einem Verfahren durchgefiihrt,
das von TorLmien 14 entwickelt wurde und sich sehr be-
wéhrt hat. Zunidchst werden dimensionslose Griofen
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eingefiihrt mit Hilfe einer Liange L und der kinemati- Folgende Abkiirzungen seien nun eingefiihrt:
schen Zihigkeit: k
l;:kL; ;:tL:; I':=F_,L, J(k,t):/x2F(I,t)dr;
22
0
L =Liange, etwa L=724y=4(t). ' o (23)
In den dimensionslosen Groflen lautet die Integrodif- i ) /F (2, 1)
ferentialgleichung (9) (Tilden wieder weggelassen) : Bk, 1) == -I/ de+1-
F(r t)
B /F(x, t) dz + / ]/ dz+1 Differenzieren wir nun (22) einmal partiell nach & und
setzen (23) ein, so ergibt sich:
oF 2xa(k,t)
L2R Bk ) F=""2 F 24
/2x2F(z,t) de=0 (22) ot A Kl v (24)
oder
QVF 5 ~xal(k,t)
mit den Anfangswerten F (k. t) . ot i il 1) W= AT (25)

Diese Beziehung kann man umformen, wenn man sie als eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung fiir ]/F
auffafit. Thre Integration liefert:

t
: —k2 [ Bk, ) k2 [ B(k, o) do
VF(k.t) =e ff {]/Fo(k) 5o / "“,f,’f ) f dt}. (26)

Diese Formel eignet sich sehr gut fiir die Iteration, wenn man das Problem nach dem Apawms-StérmErschen Verfah-
ren mit iterativer Verbesserung integriert. Aus (26) ergibt sich fiir kleine ¢ die Naherungsformel:

: N
_kst<u}°v(rg/&a) dz+1> Ja*Fyda 1_{"‘”(” J VES) dz“)
VE (k1) = VFo () e # +rl—r o , @7)

IV (Fyf2?) da+1
2

mit deren Hilfe man zunichst zwei Spektren F(k, t;) und F (k. t,) ermitteln kann (¢; <t,~0), die dann iterativ
mit (26) verbessert werden konnen. Sind diese Anfangswerte berechnet, so lduft der Integrationsprozefl nach fol-
gendem Schema:

1. Schritt: Quadratische Extrapolation:
FO) (k,t,) =F (k,t,—3) =3 F (k, t,~2) +3F (k, t,—1); »=3,4,5....
Man erhilt so eine erste Naherung F(V) (k, t,) . Die weiteren Niherungen erhilt man aus dem zweiten Schritt:

2. Schritt: Iterative Verbesserung:
Es werden folgende Abkiirzunven eingefiihrt:

xa(k t)

t
B(k, 1) /ﬂ(k Adey Alk=— BB 5 C(F, t):/A(k,r) dz,

ty_2

BOD (k) = [B07) dr 1 (Bl ts) +4 Ak ) 60 (k1)
1

t

v—2

C=1) (k, 1,) = /A(k. Ddr+t :;“ (A (k. ty—2) +4 Ak, t,—1) + A0~V (K, 1)) .

Die allgemeine Iterationsformel lautet dann:

F (K, 1,) —e— 2k B~V (k. ty) {l‘vFo(k) +C1) (K, 1,) } : n=2,3,4....
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A= (k,t) und B~V (k,t) sind jeweils mit der letz-
ten Naherung zu berechnen. Das Verfahren liefert im
allgemeinen stehende Werte nach zwei Iterationen pro
Zeitschritt. Zu Beginn der Rechnung mufl man die Zeit-
schritte At sehr klein wihlen, kann aber spaterhin
immer groBere Schritte machen.

Der asymptotische Teil geht nur iiber £ (%, t) in die
Rechnung ein. Erstreckt man die Rechnung bis %,, so
wird das Restintegral approximiert durch:

F v/ F
ko

wenn man die Spektren bis k, numerisch integriert, wo
kqy so gro3, dal F=const- k7.

Die Rechnung wurde fiir drei verschiedene »-Werte
durchgefiihrt, namlich #=0,47, 2=0,75, »=1.4,
und zwar jeweils in einem ¢-Bereich, der einem Git-
terabstand von z/M =30 bis 2/M =130 entspricht.
Fiir 2 =0 reduziert sich (22) einfach auf

k k
aat /F(x,t) dx+2/x2F(x,t) dz—0
0 0

T 2R F=0, F(kt)=Fok)

mit der Losung F(k,t) = Fy(k) e 27t

oder

Die berechneten Spektren fiir 2/M = 30, 45, 60, 90,
120 sind in den Abb. 4 — 10 aufgetragen, und zwar
F(k Z)/u?® 2 iiber kA. Auf die zu »=1,4 gehorigen
Spektren wurde verzichtet, da sie keinerlei physika-
lische Bedeutung besitzen. Abb. 2 und 3 zeigen das
Abklingen der reziproken Gesamtenergie hinter dem
Gitter. Das Ergebnis der Rechnung wird in den
folgenden Abschnitten diskutiert werden.

VI. Das Abklingen der Gesamtenergie

Wir haben schon darauf hingewiesen, dall das
Verhalten der Gesamtenergie hinter dem Gitter vor-
ziiglich durch das reziprok lineare Gesetz (15) be-
schrieben wird. Allerdings gilt dieses Gesetz nur in
einem gewissen Bereich hinter dem Gitter, den man
auch als Anfangsperiode bezeichnet. Daran schliefit
sich ein Gebiet mit starkerem Abklingen der Gesamt-
energie an. Das reziprok lineare Gesetz wurde durch
zahlreiche Messungen immer wieder bestitigt. So
fithrten BarcaeLor und Townsenp 16, Stewart und
Townsenp 15 MeBreihen fiir verschiedene turbulenz-
erzeugende Gitter bei verschiedenen Re-Zahlen durch.
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Es wurden Gitter mit zylindrischen Stiben, einfach
und gekreuzt, benutzt. In jedem Fall bestatigten die
MeBergebnisse das Gesetz (15). Dabei ergab sich
ferner, dal3 die Konstante D im wesentlichen von
der geometrischen Form des Gitters abhangt, wih-
rend sie sich nur unwesentlich mit der Re-Zahl
andert. Der Wert von z, dndert sich ebenfalls etwas
mit der Anordnung und der Re-Zahl. Nur sehr spar-
liche Angaben lassen sich jedoch iiber den Giiltig-
keitsbereich von (15) machen. Es scheint, als ob sich
auch dieser mit der Re-Zahl andert: Bei den Mes-
sungen von BatcueLor und Townsexp von z/M =100
bis /M =200 fiir Ry =0,28-10* bis 0,56 - 10%. Es
liegt somit der Gedanke nahe, daf} (15) allgemein
fiir den Zerfall direkt hinter dem Gitter gilt.

Wollen wir also zu einer addquaten Beschreibung
des Abklingvorgangs gelangen, so miissen wir die
Erfillung von (15) in unser Programm aufnehmen.
Dazu formulieren wir das Gesetz zunidchst etwas
anders, damit es in die bisherige Schreibweise hin-
einpalt. Im Anfangspunkt ¢, konnen wir zwei Para-
meter vorgeben: u,? und Z,, dank der Tatsache, daB
die Anfangsverteilung F,(k) die beiden Integral-

bedingungen [ @ydz=3/2 und [ 2 @, dx = 15/2
b 0

erfiillt.

Da S ud=Ey= [Fy(k) dk;
0
JFo (k) dk
It=5 =10y,
glﬁ Fo(k) dk

konnen wir statt dessen auch E,=E(z,) und
Ey =E’(t,) vorgeben. Diese beiden GroBen konnen
in jedem Fall der Stromung von auflen aufgeprigt
werden. Nimmt man an, dafl (15) gilt, so folgt, dal
das Anfangswertproblem beziiglich E(z) nur von
2. Ordnung ist, wie auch aus der Darstellung

E(t) = z—

SR R t=>1
o—Ey (t—19) ="

(28)

9

zu ersehen ist. Die Integrodifferentialgleichung (9)
stellt, mathematisch gesehen, eine Differentialglei-
chung unendlich hoher Ordnung fiir die Energie-
funktion E(t) dar. Samtliche Ableitungen von E(2)
in t, lassen sich dementsprechend auch durch F, (k)
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ausdriicken:

E(t,) =0f Fo(k) dk

E(t) =2 [k Fyk) dk,
(2) Of o(k) (29)
E(n)(l ) — _21'/73*11[“ k2 dk
Atn—1 |t=¢,

Dabei ist OFy/dt mit (9) wiederum durch F, aus-
zudriicken. (15) bedeutet nur, daf} sich die Differen-
tialgleichung unendlich hoher Ordnung fiir £ (¢), die
durch (9) gegeben wird, und die formal so geschrie-
ben sei:

H(E(t),E (t),....,E™(1),...) =0,
reduziert auf
44 5 . E(t ) =E
_ 2 — 0 (U
E()E"(t) —2E2(t) =0 mit E(t) E, (30)

Entwickelt man (28) nach Potenzen von (z—¢,), so
erhélt man durch Koeffizientenvergleich:

drE | ' E/\n
=n!E, (=% =0;1;2::. a
den 1=, 0<E0> . v

(31)

Soll also (28) gelten, so muf} die Anfangsverteilung
Fy, die sich aus (29) und (31) ergebenden Inte-
gralbedingungen erfiillen. Durch die Vorgabe von
E(t) durch (28) ist also F, bestimmt. Im Falle
#=0 reduziert sich das resultierende Gleichungs-
system auf ein normales, lineares Momentenpro-
blem:

= =(—2v)"fk2"F0(k) dk.  (32)

den jt=¢,

0

Man kann zeigen?!, dal} dieses System eindeutig ge-
lost wird durch:

Fy(k) = 2vEy? ke~ @vE/~E) R (33)
—E,
was der dhnlichen Losung
D) =6ye (34)

entspricht, die sich aus (14) fir 2=0 ergibt. Es ist
damit bewiesen, da} es im Falle x =0 eine und nur
eine Anfangsverteilung gibt, die ein reziprok linea-
res Gesetz fiir das Abklingen der Gesamtenergie lie-
fert, namlich die ahnliche.

2t K. Megrz, Dissertation, Gottingen 1955.
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Fiir 2> 0 ist das Gleichungssystem (29) zu l6sen.
Hierbei handelt es sich nicht mehr um ein Momen-
tenproblem im eigentlichen Sinn, sondern um die
Lésung eines Gleichungssystems von der Art

e =[Gty P, B dk, n=0,1,2....
: (35)
wobei limG,= (—2»)"kE2"Fy(k) .

x—>0

Auch dieses Problem besitzt im reziprok linearen
Fall eine Losung, ndmlich die dhnliche. Ob aller-
dings hier wie im Falle % =0 Eindeutigkeit vorliegt,
kann nicht entschieden werden.

Nun ist bekannt, dal (15b) das Verhalten der
Gesamtenergie nur im Anfangsstadium des Zerfalls
richtig wiedergibt, spiterhin aber Abweichungen
vom reziprok linearen Gesetz auftreten, die zum
asymptotischen Verhalten uberleiten, auf das wir
noch zu sprechen kommen. Wir gelangen so zu fol-
gender Fragestellung: Durch experimentelle Untersu-
chungen haben wir eine relativ sichere Kenntnis vom
Verhalten der Gesamtenergie hinter dem Gitter, d. h.
die Funktion E(¢) ist fiir ¢ = ¢, vorgegeben. Wollen
wir erreichen, dafl die Losung F(k,t) von (9) die-
ses Gesetz richtig wiedergibt, so miissen wir F, (k)
als Losung von (35) gewinnen. Wir geben dann die
Anfangsverteilung nicht mehr direkt vor, sondern
statt dessen E(t), das mit F, iiber (29) zusammen-
hingt. Wir wissen: Ist E(¢) reziprok linear, so wird
eine Losung des Problems durch die &hnliche Lo-
sung gegeben. Wie verédndert sich nun diese Losung,
wenn man etwa ein quadratisches Abweichen vom
reziprok linearen Gesetz in Rechnung stellt, also
etwa folgende Form annimmt:

il 1

EO' a 2
e e S 20 i 2 (t—t,)2.
E(t) E, Eoz( 0).+ (t—t)

£, (36)

Dabei kann angenommen werden, dafl: 0<a <1,
da das quadratische Glied erst in grofler Entfernung
hinter dem Gitter wirksam wird. Das aus (35) und
(36) resultierende Gleichungssystem kann im Falle
#=0 durch Linearisierung approximativ gelost wer-
den und liefert das in Abb. 1 veranschaulichte Ab-

weichen von der dhnlichen Losung 2!.

Diese Abweichung ist auch physikalisch leicht zu
deuten. Wire die Anfangsverteilung dhnlich, so gilte
das reziprok lineare Gesetz fiir alle Zeiten. Damit eine
positive Abweichung von diesem Gesetz auftritt, muf}
ein gewisser Teil der Gesamtenergie aus dem Gleichge-
wichtsbereich entnommen werden, und zwar so, dal
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o)

a>0
a:0

o x-1
Abb. 1.

X=4¢

E,— [Fo(k) dk und Ey=—2v [k Fy(k) dk
0 0

ungedndert bleiben, was eben durch die ermittelte Art
der Abweichung erreicht wird. Tatsdchlich verhilt sich
auch die berechnete Anfangsverteilung so gegeniiber
der dhnlichen Losung (s. Abb. 6).

Wir konnten also grundsitzlich die richtige An-
fangsverteilung F, (k) , die zu einem vorgegebenen
Abklinggesetz fithrt, aus dem Gleichungssystem (35)
ermitteln. Damit wére die Unbestimmtheit der An-
fangswerte auf das Abklinggesetz zuriickgefiihrt, das
zuverldssig bekannt ist. Doch leider ist das Aus-
tauschglied H (k, ¢) durch den HeisexerGschen An-
satz nur bis auf die Konstante % bestimmt, so daf
wir eine einparametrige Schar von Anfangsverteilun-
gen erhielten, wenn wir x variierten. Der Wert von =
wire dann durch Vergleich der Losungsschar mit
unserer aus den Experimenten ermittelten Anfangs-
verteilung zu bestimmen. Da eine Losung von (35)
hoffnungslos erscheint, entscheiden wir uns fiir die
zweite Moglichkeit, die wesentlich einfacher durch-
zufiihren ist, jedoch mit dem oben geschilderten Ver-
fahren aquivalent ist: Wir benutzen die aus dem Ex-
periment berechnete Anfangsverteilung und verglei-
chen die Abklinggesetze, die sich fiir verschiedene
Werte von x ergeben, mit dem gemessenen Abkling-
gesetz.

Ehe wir auf das Ergebnis der Rechnung zu sprechen
kommen, wollen wir kurz das asymptotische Verhalten
der Gesamtenergie fiir t— oo erdrtern. Folgende Vor-
aussetzungen mogen erfiillt sein: 1. ¢ soll so grof sein,
daB in den Navier-Srokesschen Gleichungen die Trig-
heitsglieder gegeniiber den Reibungsgliedern vernach-
lassigt werden konnen. Dann wird aus der HEisexBerc-

schen Gleichung
OF LoavmF—0 (37)
ot

mit der Losung

F(k,t) =F (k, t*) e~ 2vk(t=t") | (38)
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wobei t* die obige Forderung erfiillt. 2. ¢ soll so grof
gegen t* sein, dal} die Entwicklung von (38) nach dem
ersten Gliede abgebrochen werden kann. Fiir t > t*
wird dann nach (13) das asymptotische Verhalten von
F dargestellt durch:

F(k,t) = EAZ k4 e—2v Ak (t—t*) LS t*, (39)

und fiir E(t) ergibt sich

s O
A 4 (2) S o+ 40
EM) = g Erammpn (20 (40)

Der Giiltigkeitsbereich dieses bekannten ¢
Gesetzes wird durch z* = U ¢* bestimmt. Wenn man
» als Variable auffaBlt, so dndert sich z* mit » und
Ry, und zwar ist ¥ um so kleiner, je kleiner die
Re-Zahl und je groBer x ist. Letzteres folgt daraus,
daB VergroBerung von x eine Beschleunigung des
Abklingvorgangs bedeutet. BarcueLor und Town-
sEnp 16 haben denn auch fiir kleine Re-Zahlen
(Ry=650) das asymptotische Gesetz verifizieren
kénnen und gelangten zu dem Ergebnis, daf} in die-
sem Fall 2*/M ~500 ist. Da bei den in dieser Arbeit
zugrunde gelegten Experimenten Ry = 5300 ist,
diirfte auch z* wesentlich grofler sein, so daf es hoff-
nungslos erscheint, bei der Integration von (9) bis
in den Giiltigkeitsbereich von (40) vorstoBen zu
konnen.

In Durchfithrung des geschilderten Programms
wurde die Integrodifferentialgleichung (9) fiir vier
verschiedene Werte von x integriert, namlich »#=0 ;
#=047; #=0,75; »=1,4. Die entsprechenden
Abklingkurven fiir die Gesamtenergie sind in den

15 '“/
AL
46 /
v

T

10
¢°f, s
////
H—" @
~ - 0
~
//
05
‘Z/ -0
=0
I
e
e
—_— L
M
N 30 40 50 60 70 80

Abb. 2. Abklingen der Gesamtenergie hinter dem turbulenz-

erzeugenden, quadratischen Gitter fiir verschiedene Werte des

Parameters ». — — — Aus Messungen von BartcueLor und

Towxnsexp ermittelte Gerade. z: Entfernung vom Gitter, M:

Maschenweite. + MeBpunkte von Barcueror und Townsenp 16,
U=643 cm/sec, Ry =5500.
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———-ahnliche Losung mit Anstieg D =132
0 =105

,é//"”"“_

1

0 4 50 60 7 8 90 100 10 120 @0 10

Abb. 3. Abklingen der reziproken Gesamtenergie fiir ver-
schiedene Werte von x.

Abb. 2 und 3 aufgetragen. Fiir »=0,75 ergibt sich
nun in der Tat ein Abklinggesetz, das zunéchst rezi-
prok linear mit dem von Batcueror und Townsenp 16
gemessenen Anstieg D =132 verlduft und bei
/M =60 von diesem abweicht. Bei den erwéhnten
Messungen beginnt die Abweichung allerdings erst
bei /M =80 (s. Abb. 2). Doch sind sie bei einer
grofleren Re-Zahl durchgefithrt (Ry =5500), so dal3
der Abweichungspunkt nach den obigen Uberlegun-
gen frither liegen muf}. Der Anstieg D hingt da-
gegen kaum von der Re-Zahl ab und diirfte hier der
zleiche sein wie in den Messungen. Auch im Falle
#=0,47 ergibt sich ein reziprok linearer Bereich,
der bis /M =90 reicht (s. Abb. 3). Der Anstieg be-
tragt hier nur D =105 . Wie wir gesehen haben, be-
deutet kleineres », integral gesehen, groflere Re-
Zahl und damit spateres Abweichen. Natiirlich ergibt
sich hier direkt bei =z, ein Einschwenken auf den
Anstieg D =105, da die Anfangstangente
Ey— —2v [k F,dk
0

von » unabhingig ist. Halten wir fest, daf} sich fiir
#=0,75 ein im wesentlichen richtiges Abklinggesetz
ergibt, wihrend sich fiir #=0,47 ein im weiten Be-
reich reziprok lineares Gesetz einstellt, das jedoch
einen zu geringen Anstieg aufweist.

VIIL. Gleichgewicht und Ahnlichkeit

An Hand eines einfachen Modells kann man sich
leicht eine Gleichung fiir die Anderung der Energie
einer bestimmten Wirbelgrofle aufstellen. Das Ver-
halten der kinetischen Energie pro Wellenzahleinheit

K. MEETZ

wird durch zwei kontrdre Einflisse bestimmt: 1.
Durch die Einwirkung der Zahigkeit wird kinetische
Energie in thermische umgesetzt, und zwar um so
mehr, je groBer die Wellenzahl ist. 2. Die Trigheits-
glieder verteilen Energie iiber einen moglichst gro-
[en Wellenzahlbereich. Beide Tendenzen zusammen-
gefallt, erzeugen also einen Energiestrom von klei-
nen zu groBlen Wellenzahlen, da hier ja die Energie
am schnellsten umgesetzt wird. Die Wirbelenergie
der Groflenklasse 1/k &ndert sich damit infolge
dreier verschiedener Effekte: 1. Die Energie ¢ wird
pro Zeit- und Wellenzahleinheit an kleinere Wirbel
abgegeben. 2. ¢, wird von grolleren Wirbeln auf-
genommen. 3. ¢=2vk*F(k,t) wird in thermische
Energie umgesetzt. Also:

OFQt=¢, —e_—q=¢, —e_—2vEk2F. (41)

Ist W (k,k ,t) die prozentuale Energie, die pro Zeit-
und Wellenzahleinheit von % nach %’ iibergeht, wo
k <k sein muB, so ist

k
e.= WK, k;t) F(K,t) d&’ ;
0

eo=F(k,t) [W(kK ;) dk .
k

(41) lautet dann

o _Fky) S W K30)
(42)

+fW(k kyt) F(k' 1) dE —2v K2 F .

Setzt man W (k,k';t) =2 = k2 V%, (43)
so folgt daraus die HeisensErGsche Gleichung:
5 F(k 1)
—F (k1) /2xk /FED gy (4)

+/2xk'2]/5(’iiF(k',z) dk —2vI2F.
0

Man entnimmt aus (43), daB von kleinen £ aus
keine Uberginge erfolgen. Das Maximum von
(F/K?)"* liegt vor dem Maximum von F, so da der
Ansatz (43) fir &> kpox[Frnax=F (knax) ] besagt,
daBB Wirbel der Grofle 1/k ihre Energie bevorzugt
an die benachbarten Wirbelgroflen abgeben.

Wir wollen uns nun den theoretisch moglichen

Gleichgewichtszustainden zuwenden. (42) ist eine
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Gleichung fiir die Anderung eines Nicht-Gleich-
gewichtszustandes, wobei der Zustand hier durch
F(k,t) beschrieben wird. Ein absoluter Gleich-
gewichtszustand ist dann charakterisiert durch
OF/3t=0. Aus (42) wird nach einigen Umformun-

gen
k )
0=2vk2F+ Zﬁ} /dk’F(k’)/W(k’,k”) dr” .
0 k

(43)
Hieraus folgt durch Integration

3 3 .
A=2v[K2F(K) dk' + [dK' F(K') [W (K, K’) dK" .
0 0 k (46)
Die Konstante A 1dBt sich leicht bestimmen durch
Grenziibergang k — oo :

A=2v [KF k) dk=¢,
0

wo ¢ der Betrag fiir die Anderung der Gesamtener-
gie in der Zeiteinheit ist. Der durch (46) charakteri-
sierte Gleichgewichtszustand héngt von den beiden
externen Parametern ¢ und » ab. Mit (41) bedeutet
er

g, —&_=gq.

Das Gleichgewicht wird gehalten zwischen Energie-
umsetzung in Warme g und Energiezustrome, —e_ .
Nur geniigend kleine Wirbel konnen am Gleich-
gewicht teilnehmen, da nur ihnen Energie zustromt.
Setzen wir (43) in (46) ein, so erhalten wir

[=+)

k
— (= /F(k') ’ 3 ’ ’ .
2 (;[1/ dk +v)f2k2F(k ydk . (47)

k3
0
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Mit den Parametern ¢ und » kann man eine Lange
und eine Geschwindigkeit bilden:

= (»3e)t; V=(ve)i.

Sei dann

kl=z; Fk)=Vly(),

so folgt aus (47)

1=(zfl/1”‘,§"dx’+1) f2x'2y'(x') dz’. (48)
k 0

Diese Gleichung hat die Losung

Vi

427(1+3 #2/82%) s ° (43

y(2) =
wie durch Vergleich mit (19) folgt. Das durch (49)
beschriebene Gleichgewicht ist universell und héngt
nur von den externen Parametern & und » ab. ¢ ist
die kinetische Energie, die pro Zeiteinheit in den
Gleichgewichtsraum eintritt und in diesem in ther-
mische Energie umgesetzt wird. (49) beschreibt
das asymptotische Verhalten von F(k,¢). Dal}
F(k) ~k™7, ist ausschlieBlich eine Folge des HEersen-
BERGschen Ansatzes (43) fiir die prozentuale Uber-
gangsenergie W (k,k’,t) in der allgemeinen Gleich-
gewichtsbedingung (46), die in dimensionsloser
Form lautet

1=2 fx'zgu(x') do’ + [do’ w(2) [W (2,2") da”.
0 0 z
(50)

Das absolute Gleichgewicht kann sich nur im asym-
ptotischen Teil des Spektrums einstellen.

Daran schliefit sich in Richtung kleine-

rer Wellenzahlen ein Gebiet an, in dem

OF/3t+0, bis das Spektrum schlieBlich in

den /£*Bereich einmiindet, der bekanntlich
nicht am Austausch beteiligt ist. Hier fehlt
& der kontrare Einflul vollig, der der Rei-
= gi=% bung das Gleichgewicht hilt. Dieser von
— _-__,gg jeder Art Gleichgewicht ausgeschlossene
—— dhaliche Losng Bereich mége unterhalb £, liegen. Ober-
i halb k; moge absolutes Gleichgewicht herr-
=SS _— schen. Dann ist der dazwischen liegende
e —— Bereich nach den experimentellen Ergeb-
y — KA | nissen charakterisiert durch

o 05 10 15 20 25 K

Abb. 4. Vergleich der berechneten Spektren /F(k, t) dk~1/t. (51)
fiir x=0,75. ko
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Vergleich der berechneten Spektren
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Abb. 5. Vergleich der mit %=0,47 berechneten
Spektren.
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Abb. 7. Verlauf des Spektrums bei /M =45.
cne, O, % wwns %=0,75,

———— idhnliche Losung.
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Abb. 8. Verlauf des Spektrums bei 2/M =60.
— x=047, ------ 72=0,75,
dhnliche Losung.
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Verlauf des Spektrums bei 7 =120
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Abb. 9. Verlauf des Spektrums bei z/M

%=0,75,

dhnliche Losung.
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Abb. 10. Verlauf des Spektrums bei x/M =120.

0,75,
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0,47, ------
dhnliche Losung.
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Diese Forderung definiert einen Quasigleichgewichtsbereich,
in dem das Gleichgewicht durch die Parameter {, V' und ¢ be-
schrieben wird. Das Spektrum kann dann gemiBl (8) an-
gesetzt werden, und die allgemeine Gleichung fiir das Quasi-
gleichgewicht lautet [s. (14)]:

1 e ks
5 zw(2) - Ofl,v(x)dx
=R [d'y(&) [W(,2") da”, (52)
0 @

wo kl=xz; F(k,t)=V?ly(kl); R=VI/V =const.

Die Losung von (5), das sogenannte ,selbsterhaltende®
Spektrum, miindet asymptotisch in (49), das absolute Gleich-
gewicht, ein. Ein Spektrum zerfillt also in drei Bereiche

(Abb. 11):

1. Absolutes Gleichgewicht: 3F/3t=0; k =k, .

2. Quasigleichgewicht: ky <k < k.

3. Kein Gleichgewicht: GroRe Wirbel 0 < k < k.

F(4)

1

: i

%5 £, 3
Abb. 11.

Die Abb. 4 bis 10 zeigen das Verhalten des Spektrums im
Bereich 3 und im Ubergangsbereich von 3 nach 2. Man er-
kennt, dal gegen Ende des Intervalls, fir k4>2 sich fast
schon ein Quasigleichgewicht eingestellt hat. Im Anfang er-
geben sich natiirlich starke Abweichungen von der dhnlichen
Losung, die ja hier linear geht, wihrend die allgemeinen
Spektren sich ~ (4k)* verhalten.

Wir vermogen nun leicht einzusehen, worauf die Abweichung
vom reziprok linearen Gesetz beruht. Im Laufe des Zerfallspro-
zesses fliet die Energie infolge des Austauschvorganges aus dem
Bereich 2 in den Bereich 1, wo sie in thermische Energie um-
gesetzt wird. Im Bereich 3 @ndert sich dagegen die Energie nur
infolge der Reibung, deten EinfluB hier &duBerst gering ist
[2v k2 F(k,t)]. Der prozentuale Anteil von 3 an der Gesamt-
energie wird immer groBer und schlieBlich fiir den Verlauf des
Abklinggesetzes bestimmend: Es gilt dann das t~**-Gesetz.

Ich danke Herrn Professor Dr. W. ToLLmien fiir die Anregung
zu dieser Arbeit sowie fiir viele wertvolle Diskussionen des Pro-
blems. Herrn Professor Dr. L. Biermany danke ich fiir die Mog-
lichkeit der Benutzung der elektronischen Rechenmaschine G 1,
die mir die Durchfiihrung der Rechnungen wesentlich erleichtert
hat.



